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Synopsis. 


The hypergeometric differential equation Q(9)y-z2R(9)y=0, where 9 = zd/dz, 
is considered. Q(z) and R(z) are polynomials of the same degree and the equation 
has three singularities, at z7=0, 1, w. Integral representations of the solutions are 
given and the conditions of their validity are obtained. 
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Introduction. 


1. Je m'occupe, dans ce Mémoire, des séries hypergéométriques de la forme 


[4149..… Km || RS (Ga ED) Er É 
F S- Iben TØ T zø () 
KUNDER VR = VINE v=ov! (yde: . (Yn-1v 
ou 
(ONE (CEED) (CE EDER (GOERE 
Lorsque la variable z est omise on suppose toujours que z= 1. On sait que le cas 


n=2 a fait Pobjet. de recherches classiques dues å EuLrer, Gauss, KUMMER et 
RIEMANN. Les fonctions d'ordre supérieur ont été considérées par un grand nombre 
d'auteurs parmi lesquels nous mentionnerons particuliérement Goursart [17—19), 
THOMAE [65—66], PocHHAMMER [59] et WINKLER [70]. Dans Vétude de ces fonctions 
on peut tirer parti de la théorie de Vintégrale de Laplace, perfectionnée récemment 
surtout par G. DoertscH [8—9]. 

Considérons 1'équation différentielle 


d" n=12 ad 
gl ( il Sad z) Te 2 KG. Es by KA) z rd == 0 . 

3 : £ 3 ; £ ; Nan dy 

Elle admet trois points singuliers z = 0, 1 etæ. En appliquant VF'opérateur dy = SE 

elle peut s'écrire N 

oC) ER SR) 2 (GE K1]) (200) DEN (OEERR VU 0 (2) 

Si les y4 sont distinctes et ne différent pas Tune de VFautre par des entiers on sait 

qu'elle admet, dans le cercle |z | <1, n solutions linéairement indépendantes de la 
forme 

SM Te Arr Hr: WatYs + mn tYS ) É ; 
z 234F| ed | SELE ME ME TL &) 
ys (2) DE IE DVD ERE EVE el 


onEtindig ut guelysysEEldoitetrefomiss ly tal lieuldefremarquer”que,"sitl'on 


eg : A 
change z en —, Péquation (2) ne change pas quand on permute en méme temps & 


et y. En effectuant cette transformation sur une solution quelconque on obtient donc 
1x 


4 Nz22 


une nouvelle solution que nous déæsignerons par la méme lettre barrée. Si les &; sont 
distinctes et ne différent pas par des entiers on a donc n solutions linéairement indé- 
pendantes de la forme 


Oste OOS EVER me SED 

GES E fe RG Z —), SEE Da (4) 
EO RENE 0 res ve 

et ces séries convergent si | Ø > 1. II est souvent avantageux de multiplier ces solutions 


par certains facteurs constants. Nous poserons par la suite 


n DT (ay+y8) NEED) 
UAG)EUS (z) eee SE De TEE) =O: (z) u TT (5) 


(7 771) 
Entre ces solutions et leurs prolongements analytiques on a les relations bien connues 


y et i(X,+Ys) 


B gr ad 0 6 
Yys (2) = > er ere ryr (2), mx > arg z (6) 
v eti (X+Vr) 1 
IBU, g PÅ ->0 Tb 
TE) = iz Dj sin TT (&s En Yr) i Ur (z) ELG arg z ( ) 
ou 
nm nm å 
TI sin x AR 5) IHEStre (Gr fe ”») 
Br i. > B,="=- c (8) 
ik sin 7 (Yv—Yr) ME sin 7 (%y— N 
v= 


accent donttestralteeterlersigne [I Fveuti drer que rtprendklestyrale ure era 
Pexclusion de la valeur r. 

Dans un travail récent [50] nous avons considéré ces fonctions. Rappelons 
briévement les résultats et notations dont nous allons faire usage ci-aprés. Posons 


gr == y (74%). (9) 
i=1 


Si Px n'est pas un entier négatif 'équation (2) admet une solution &, (z) qui se repré- 
sente, dans le cercle |z— i! | <1, par une série de la forme 


(i) 


SET 4 EN Cv, mn ERR. ; 
NEDE SEA DIED (ME) NES ES sg] (10) 
v=.0 (bz r ly i 
les c?,, étant des fonctions rationnelles entitres des paramtgtres 4... %x et y1...Yn 
avec c(7, = 1. Soit 7/7, le polynåme qui se déduit de c?, en permutant « et y. 


, 1 9 
Lorsqu'on change z en — et qu'on permute & et y dans (10) on trouve la solution 


Ar 


Nr. 2 i, 5 


E SE VORE (i) Av 
i) = ru (21) Roj Re en) ER REE (GLL) 


maa Å len: É FR 
et ces séries convergent dans le demi-plan R(z)> 5: Evidemment &,(z) ne différe 


de &,(z) que par un facteur constant e&£7'Pn, Les polynémes BE sont d'une simplicité 
remarquable et ils jouent un råle considérable dans Vétude des fonctions hyper- 
géométriques. II y a entre eux un grand nombre de relations que nous avons mises 
en évidence. On peut les calculer, soit directement par une équation linéaire aux 
différences finies d'ordre n—1, soit par récurrence en exprimant les c/”,, par les CW, ,. 
Onfa''en' effet 

(i) 


v 
(n) , (ERE Er Cs, n—1 s 
ven = (Pr 1) = 1 1] (2) 
i: Br 5 ER (GÆS)! (BREE ID) 


Cy n = (& HEE) x O ERen RYE) sr C8,n—1 i=1,2 i (5) 
v, nn n nm VS SEJM E EN, ar TREN SE alerene ; 


On peut aisément voir comment se comportent les c$/”,, pour les valeurs træs grandes 
de v. On a V'égalité asymptotique 


(7) 
Cv,n 


rr RARE IDE sn" Pim ser Ø en) 4 SEE 
TP (ø,1 re [k,2 +O (| OR (14) 


1 
i: 


+ 1 Ms 


les ks étant des constantes indépendantes de v. La fonction &, (2) satisfait å la relation 


gr 


TE 7552) 
sæd z= 
FE OST DIT I SES, (15) 
0 
Nintceraletélantteonvergenter sit (PR) Fe (ry) OST DO En 
De méme 
O En n TD (& me) 
”T 12 En rer s - R 
1 GET 1] Tre; ya) så 8) 
1 


Ponrvukauerk (7) ETTER (7) EN (GES ED En 
Si Px est un entier négatif, soit —p, la série (10) n'a pas de sens. Mais dans 
ce cas Péquation (2) admet une solution %4 (2), holomorphe au point z> 1, qui se 
repréæésente par les séries 
Ø 


MØDES iD. n ES So En (7) 
v=0 


convergentes pour |z—1 |< im elsparkleskserres 
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(<.e] GR z—1 z ar 
MEE DP ASE SEE SA EM SAREEN E (18) 
vel Pl 


convergentes dans le demi-plan RC)> 5: La fonction nx (2z) satisfait å la relation 


1 


. ET (73) 
—1 JENS P (æ + 0 19 
læn Ode Mr An 10. Rætyo> (19) 
0 
q(x) étant le polynåme du degré p—1 
DSN É 
TR) Se SN YDE) ONE ne (20) 
v=0 
De méme on a 
i n T(ag—x) 
ST )P NE, 7] dz: £ n(x7), —R(r—x3)<0 (21 å 
ED) | md = Ilm I TE (7 =29) ) 
q(x) étant le polynéme 
BE. ey É 
TEDE SIN re genere I) ps NESS es MG (22) 
v=0 
Entre ces deux polyn&mes existe la relation 
q(x7)+(=1)? g(x) =0. (23) 


Soient r et s deux entiers positifs<n et différents 'un de l'autre. Considérons 
une solution ys,r(2) définie par la relation 


Orne) TD 1). (24) 


Elle est holomorphe au point z>1 et elle se représente par la série de polyndmes 
hypergéométriques 


Us (z) = Ci zyr y (21 + Yr)v (X2 + Yr)v al le «3 + Yr X4FYr:…… mn Ft Yr 
OM SOREN GE G 
v=ov!(&+X2+Yyr + Ys)v EDEN SE ENT seeren SV] 


2) (25 


ou les deux astérisques indiquent que y,—ys41 et yr—yrt1 doivent étre omis; 
C1 est la constante 
n 
T (&; TE YIN > Be) II INCÆEELDE) 
Ci mc ke Eg - FÆv=l i ø 


re Ah me . 
T (& VKR Vrtys) ENGE 2) 
v=1,v+s 


Nrz2 2 7 


La série (25) converge si z—1|<1 et CO VS) ONE ES EAR KO na aussi 
les deux développements suivants 


v=0(%1 bp Vs)v+1 


2) (26) 


Us r(z) = C227r SETE Dry i As «a+ Yr KEY rer nt Yr 
: 5; Yeoyitl veoyatl 24. Vr—Yyntl 


ou % signifie que yr—ys+1 doit étre omis, et 


8 n & (yr=Yst 1)» | rN: Xa +Yr 3 Værter Un tYr 
z) = C327r LF 
Ys,r (2) z FEED] UI eDE] Vie V 2 ERE sik «re Vie meget 


2) (27) 


ou + indique que V'on omet y,—yr 41. Ici C2 et C3 sont les constantes 


n n 
IE LI vr) 
C2=T (ys—yr+ == ——— 5 CE or DE ' 
LET re [IT (yr—yv+ 1) 
v=1,v+s v=1l,v+s 


Les séries (26) et (27) convergent si |z— il |< ba UGEN. == Pr Do ove PVG 

Gel (C)lesEsymeélriquelenlyr etiystet symeétrigq uten ekrseenæntlest series (25); 

(26) et (27) ne changent pas de valeur si on permute %yr et ys ou les &,. 
Considérons de méme une solution os,r(2) définie par la relation 


sina (4s—Kr) 
5 UR 


gr (2) gs) =" 


s,r (2). (28) 


TT 


Également holomorphe au point z= 1, elle admet le développement 


s (&r+ y1)v (2r+Y2)v 7 —y BR SE DEL Ceed … Co ENN, 
Cal dl Br ØGET orne RE ED 


U z)= C1 27% 
Fs,1G) , væ0 (rt og VIE 2) 


led 
w 


; i ; É rn 
convergent dans le demi-plan R(z)> skel Ve (EEN ES OSV ES KA NER RENSE Gates tel 
constante za 


n 

(44) (6, +y2) ITT (4, 4%») 

E rese ft ERE 

1 (0,+sty1tv2) ITT (4, — 6 4 1) 
v=1,v+s 


= 


2. S. PINCHERLE [55] a attiré V'attention sur VPintégrale 


HE EET] 0545 Ra) 
| N IKE GEDDE (ERE) i VED SS SE N 
En EL) 


2+ 


| (29) 


8 Nrg2 
qui repréæsente, å un facteur constant prés, la fonction définie par la série (1) et son 
prolongement analytique. Hj. MEr1in [33—40] a considéré une classe plus générale 
d”intégrales contenant sous le signe un produit de fonctions gamma et de fonctions 
trigonométriques. L'importance de ces intégrales et d'autres semblables a été mise 
en évidence par E.W.Barnes [2—3] et plus récemment par C.S. Meer [30—32]. 

Nous allons étudier ci-dessous les y;(1) comme fonction d'un des paramétres 
ys ou &s et nous considérons certaines intégrales remarquables ou ces fonctions 
figurent sous le signe. Dans le cas particulier n = 2 les fonctions en question s'ex- 
priment par la fonction gamma gråce å la formule de Gauss 


r(% 5 ENO EGE) 
DA 


NOE NGÆG)E 


et les intégrales que nous allons considérer se réduisent aux intégrales de BARNES [3]. 


Chapitre I. 


3. Choisissons ytelqueR («+ Pn+y)>0,i=1,2,... netsupposons KR (fx) >—1. 
L'intégrale 
ro VEL PE 
zZY (2— 17271 E, (z) dz = Vzr7- HER EK EDT (1) 


i 


i ere 8 
- 


est alors convergente dans la bande 
GE MENE IDE ME. Ibs 2 as (2) 


Développons (1—1/z7Y77"" par la formule du binåme. On peut intégrer terme å terme 
parce que Vintégrale 


FESE —y)v == 


FOD dz 


meg 


converge. Par conséquent, en vertu de (16) 8& 1, Vintégrale (1) est égale å 


D(n+1) I] 


(3) 


EGEDE z RER SØEN ANNE SO DE REE DO EGE 
UNE ET) BØDE TE 0 IE I 500 GOT] 


i BSN, å ;: SER: 
et cette série converge si R(æx)<R(8n+y). Posons z= [on trouve alors 


Nr22 Er 9 


BEL 1 Æ) Ea) gr 


Semmig 


gå) 


T (Bx + DUT FASE TT 


nm DE KE raa VEL gear aen und 42 IP GR) 


FOD ES ENE sa Ge or ME] 


La fonction au second membre est holomorphe dans la bande (2) et Vintégrale au 
premier membre converge dans cette bande. La fonction sous le signe est holomorphe 
pour toute valeur finie de £é différente de 0 et —1. La série (11) $1 met en évidence 
son comportement au voisinage du point å Vinfini. II en résulte que Vintégrale au 
premier membre ne change pas de valeur si Von fait tourner la ligne d'intégration et 
si Von chemine de zéro åx0 e'?, od 7>9>—a. 

Posons x =0+ it. D'un théoréme connu relatif å VPintégrale de LAPLAcE?! résulte, 
dans la bande (2), V'inégalité asymptotique 


ET (7) Fakse xæ+ 01 Be gr aen) BENE (5) 


er (re EVE EUR YE UENS EY yEEE 


& étant > 0, et, par la formule d'inversion de MELLiN, on déduit de (4) 


(2) = (6) 
T (8,+1) 1) i: VE GE) Bee OG OR oD EO oe oo ES 
2 i MAOS (7 7, FL) År pH rv HI Sa NE] i 


ou 


El (GES N (ORE) RR (1) 


En vertu de V'inégalité (5) cette intégrale converge pour toute valeur de z qui n'est 
pas réelle et< 1. Sa valeur est indépendante de x tant que Pinégalité (7) est satisfaite. 
sjæl et considérons Vintégrale 


re dt 
EDGE) ag 8 
VER Dr (8) 
1 
GI on Esup pos ERE (67) IEEE (Er) 0 SE TR REE SED anses conditions 
VPintégrale est convergente. Remplaconsi (Er) pari FR Cettel seriel converge 
. - In i 
uniformément dans Vintervalle d'intégration et Vintégrale V/”7" &, (t) dt est absolu- 
i 
ment convergente. On peut donc intégrer terme å terme”? et Von obtient 
& å ORE ER TE (SEE: 
DE HORSE MUSE NE SNE SÆDE 
150. Er GE] 


1 Voir Do0ETScH [8] p. 115. 
2 Voir BROMWICH [5]. 
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c'est-å-dire que 


| Eg (d) 
i 


(9) 


n FESÆSeLAN TEE Ven: mr) lg 
MEL OD UWE Sl NR (0, SED) 


En y substituant 1'expression (6) de &, on trouvera 


mn GEN N ONS VE DSE DAN Be es el 
nl) (o=o HEAD) oe RE Ms 5 Eee Eb 
+ i (10) 


00 x 
EN | dt (0-0 m KE): hes, va, td... dn) 
2miJt—z EG SI Ge == oe reel sende Mg El 

1 x—i 


Choisissons x tel que R(y—1)<x<R(y), ce qui est toujours possible, et admettons 
QUO Onan 


(1—1)7r & fr—y tæv 
re fe == (IE ER É 
| Er Ry: Fre NE Gad) 
1 0 0 
Mais Vintégrale d'Euler 
' DP (7) TP (9) 
Ueu DEaE fe mæ AS NU NR ER S 
V/ ENES reel R(7z)>0, R(y)>0 
0 
ou I'on remplace t par £/(1+ £) s'écrit 
g T (æ) TP (y) 
tel DEER 0) El Ave, KR (æ y 
| 0 SEE 5 Ho Neo: 
0 
En y posant y=1—æ il vient 
771 dt 7 É 
VE sn RK 
0 


Par conséquent Vintégrale (11) est égale å 


ul br rer S i 
mere SE SE KEN 8-M]) =D. 


Cela posé, on voit sans peine qu'on peut au second membre de (10) intervertir 
Pordre des intégrations! et Von trouve ainsi 


1 Voir BROMWICH [5] p. 503 et Doerscu [8] p. 399. 


INT 82 = dal 


nm Tl&y+y) | IE ORE SON DEERE ER Abe 
ENE SKETE SERVE DE Dø 


x+tiw (12) 
1 | HEER (2557) SR HO ER RE EK DYE ES ac + Om 
== ==: > (be, 
27 See SE Er (TS Eee se In RE] 
X—i x 
ou les points y et fn ty sont situés å droite tandis que y—1 et —X1, —X2,...—Kn 


sont å gauche du contour. Pour abréger l'écriture nous avons supposé 0<z<1, 
mais Vinégalité (5) entraine que Vintégrale au second membre de (12) converge pour 
toute valeur de z différente de 1 dans V'angle 2x>arg(1—z)>—2 7% et elle converge 
uniformément dans tout domaine fermé å Vintérieur de ce domaine. Elle repré- 
sente par conséquent le prolongement analytique de la série hypergéométrique au 
premier membre dans tout ce domaine. On a donc deux expressions différentes en 
deux points de la surface de RIEMANN situés un au-dessus de |autre, et en prenant 
la différence entre elles on retombe sur la relation (6). 
Solkskunkdessnombreskise2 Een Posonskpourfabréger! 


SE De ren EET (ES VE ol ax + Om 
gg (€x) FR REE 5 = > 


TT v=1 E (æ - Yv ai 1 ) på! HE 1 d6 Y2 t 1 SE ENN æ Yn i i 
ou. 1'astérisque indique que x—ys+1 doit ,étre omis. Cette série hypergéométrique 
converge si h(x)<R(Pn tys). En faisant y= ys dans Téquation (12) elle s'écrit 


es (280) rE no) dr DM 
<a AED: | sina (ys- aq) sina (fy tys—æ) 
x—i 


ou les points ys et Pn + ys sont å droite tandis que les —%; sont å gauche du contour. 
Ieronksup pose dong RIE (or Ey) EO NEN (GE) OTTE RER ED apres 
ce que nous venons de dire la fonction gs(æx) se représente dans la bande 


(LEE (PET (nys ES 2 En (15) 


par Vintégrale 


RENE 7 DYs 7-18, (7) dz; (16) 


sin 7 (Bx tys-a) 
gs (7) - sin 7 (fn + Y SÅ 


aD (By +1) 


1 


si on remplace le chemin rectiligne par un lacet, issu de Vinfini et y revenant aprés 
avoir entouré le point 1 on obtient encore 


(25) 
; 1 ' | 
"(Gr ) SEES == ZYs(1-z7Ws 2771 E (2) dz 157 
ORG) SID (BE 1) | ) n (Ey) 
et cette derniére intégrale converge dans le demi-plan K(x+&)>0, i=1,2,...n. 


1 E. W. BARNES [2] a fait usage d'une fonction semblable dans ses recherches sur les fonctions 
hypergéométriques dites confluentes et ayant seulement deux points singuliers, 
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La relation (14) nous donne une repræsentation d'une fonction hypergéométrique 
quelconque par une expression qui est trés commode pour l'étude du prolongement 
analytique de cette fonction au voisinage du point singulier z > 1. 

Substituons la série 


Å == i, eg Pytv 18) 
SOBERE TES ED 


dans Vintégrale (16). On peut intégrer terme å terme parce que V'intégrale 


SOM z—1 By Fy 
(Br + TT | 


pE 


z 


[es] 
ES ae SINGS ol] SS 
armeer 
1 


converge, comme il résulte aisément de la valeur asymptotique de c/?,,. On trouve ainsi 


Hz) ER On (Bn VE )w 
Us Gå Ø , (19) 
gs (x) IE b-—70 —=—406) Ti, +1+v) F(% + By tyst») ; 
ou i prend des valeurs 1, 2,... n. Cette série converge dans le demi-plan R(x+ %,) 
ORE NO RENE TES series (13) Fe EMI) EC on yvergentidonettontesklesrdene 


dans la bande (15) et par conséquent une repréæsente le prolongement analytique de 
Pautre. II en résulte que gs(æx) est une fonction méromorphe de xæ admettant comme 
poleskles pons tg vr SNOREN Set holomorphet pour toutefautrekvalenr 
finie de æx. De plus on voit que cette fonction s'annule aux points fr +ys—1—v 
et ys—1—v, v étant un entier positif ou nul.” En posant x= Prtystv dans l'équa- 
tion (19), la série se réduit å un nombre fini de termes et l'on obtient 


2 Cl nm (4 + Pn tyst r) 
BEFSA Ea T4 rer, n NÆ NEEDS v-r 
gs (Bn tyst v) PORN ) (v—r)!T (844+1+r) 
d'ot il s'ensuit 
(s) 


gs(6n+yst9) > F; GET Fr (20) 


4. Nous allons maintenant examiner comment se comporte la fonction gs (ax) 
pour les grandes valeurs de ædt Nous supposerons que les y; sont distinctes et ne 
différent pas P'une de V'autre par des entiers. Si R(8x) > 0 les séries hypergéométriques 
Ys(1) et yr(1) convergent. Dans 1'équation (7) $ 1 on peut faire tendre z vers 1 des 
deux cétés de la coupure le long de Vaxe des nombres positifs.? II vient alors 

nm Ett (&g+Y9) 


KN = » 


r=1 sin (Xs Bj Wr) Br Yr (1) i 


1 Dans ce qui suit nous désignerons souvent une suite de påles ou zéros d'une maniére analogue 
sans répéter chaque fois que v prend les valeurs 0, 1, 2, … 
2 Acta=Math:, 94 (1955); 313: 
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En soustrayant ces deux équations on obtient 
n S g 
% Bryr(1)=0. (21) 
r= 
De l'équation (24) & 1 il résulte que 
y ad sin 7 (ys— 
UDE gu Fart Une) 
et la substitution de cette expression dans 1l'équation (21) donne 
& n 1 n y Å 
ys (1) ei ee: SBS Yes Yr) Ven KL) 0. (22) 
r= de FE 


Par décomposition en fractions simples rationnelles on obtient 


Mesinge (55 5 h DE ON ) 
sina (æ+ 0%) Faba kr SB r 


ver sin (vt) ål sinn (yr— Tx) 


En soustrayant ces deux équations on voit que 
Di B7 == — sin mn 
L'équation (22) peut donc s”écrire 


ma sinspn Yys (1) = % By BEA VD) (PEN) 


r=1 


En remplacant ici ys par æ il vient 


| mr ra: ele far (e) 
Ty) SD EGE SD JERES, (24) 


Ane mr Sr (YE (nys 1) 
v=1,v+8 


fs,r (&c) étant la fonction qu'on déduit de ys, r(1) en y remplacant vs par x. Or en vertu 
de (25) 81 la fonction fs,1(x) se représente par la série 
»T(æx4 Ho1)T (æ + x2) & (%1 + Yr)v (X2 + Yr)v 


2 w Vis Yee Km TT Yp £. 
1 ØD) E REE rØ FESD ESS ERE TE DEDE aen Sene (25) 


C étant la constante 


(4 
ITT (474%) 
Cline : (26) 
II 60577 El) 


v=1,v+8 
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Cette série converge si R(æx+%)>0,i=3,4,...n. Par conséquent les séries 
(13) et (25) convergent toutes les deux dans la bande (15). Le second membre de 
(24) représente donc le prolongement analytique de la fonction gs (7) définie par la 
série (13). Cette nouvelle expression n'est pas aussi simple que (19) mais elle a 
Vavantage de donner immédiatement l'expression asymptotique de gs(x). En effet, 
la série de facuités qui figure au second membre de (25) tend uniformément vers 1 
quand æ s'éloigne å Vinfini en restant dans le demi-plan de convergence. On a donc 


FOD) ED SERJ ) ; 
Her Ey CE ROD) (27) 


C étant la constante (26). Posons pour abréæger 


KT GE 
(END æ væl i id 


GÆS A) IT -Ov—Yr) 


II résulte de (24) que dans le demi-plan de convergence K(x+&;)>0 la fonction 
gs(x) est de la forme 


nm ce >) 
RE) SE GE SOL). (29) 


r=1,r+8 


Cela posé, reprenons Véquation (21). Elle peut s'écrire 


mm IN T (vv Un) 
v=1 pl tr atyr…. GARE VE mi 


OM se == er - sæ 
zl [TD (1 —49—7) ED EEG ENE So El 
v= 


En remplacant ys par æ, on obtient 


n FE å j Å 
LEDES KEDE Æ (x—%r) p( tr Xo Fyr... nm + Yr (30) 
EL Dg (rr 7 ÆND) Var ER EVT EEN SES ES RESEN å 


ou les deux astériques indiquent que yr—yr41 et yr—ys+1 doivent étre omis. 
Ici p(æx) est la fonction périodique 


n 
sin (x—fBx—Ys) II sin x (yv— æx) 
re LE NE Fee SSR 


1062) = (BIL) 


n 
sin 7 (ys=æ) [I sin ax (æ + %,) 


v=1 


NT E 15 


La fonction p(æ) tend vers 1 quand æ s'éloigne å Vinfini le long du contour de 
Fintégrale (14), et, si on pose x=c+irt, on a 


PO) EIDE ES ars ESS 0 (62) 


Les séries de facultés qui entrent dans le second membre de (30) convergent dans 
le demi-plan K(x)<R(Pn + ys). II en résulte que 1'égalité asymptotique (29) reste 
vraie quand æ tend vers Vinfini dans angle x—&>argx>—a+e& de maniére 
å éviter les påles. La fonction gs (æ) se comporte donc comme une puissance finie de 
æ dans cet angle. L'équation (30) peut aussi s'écrire 


LF €3) zn 
Segr (Eee) SIT (DES ELEG) 
(33) 
(s) =) | 1 Yp Ca tYr seks nt Yr 
EP: | ren rcæ+1) Eee EVE] 
BRS EJE Fe 
SED) REE 20 (0) (34) 


r=1,7+8 
ol 
CO TT si meet 
> Nr 22) 
Pr) ol > E (35) 
Snerre) SIT ( )) Eu sing (04%) 
v= 


L'expression (34) met en évidence comment se comporte la fonction gs (x) quand æx 
tend vers Vinfini dans le demi-plan R(x)<R(Prn + ys) en évitant les pådles. 

IEattonerornt (rest Ssymehigquerentreretv rr Enspermutantkelet kr ædansele 
second membre de (25) et en substituant la série ainsi obtenue dans Véquation (24) 
on trouvera une expression de gs(x) qui converge pour toute valeur non-singuliére 
de æ, pourvu que R(%+7r7)>0, i= 3, 4,...n. On peut ainsi de différentes maniéres 
réaliser le prolongement analytique de la fonction gs (æx). 

SØEN ouskavonskvukguettintésralek (mestre galeraklaæseriek En osant 
VE VG 1 et en remplacant n par n—1 on obtient 


; sin 7 (Pr ig Be T (æ + %n) É ØE, 7 = ; 
SY Sans: - Å 7% 21) nr En 1(2) dz 
ED ERE DET D) GE lee MELD 
i i (36) 
0 16 tam) Ol rel få 
rÅ zl (1 — 2) Tr En=1(z) dz 
ELI (2787 re nt 1) | ( nem 
ell dernieretintesralekconverselste dt (REE OVER ENN ERA fonction 
SENG] dependedest parametre ron eet ye. yn= 1. Nous pouvons"lemettre 


en évidence en écrivant 


16 NE 


É 


1 Xa2 SNEEN] 


VIY2 ++ Yn-1 


En —1 (2) = | 


Si Ton permute &x et &; ainsi que yn et ys on trouve 


EK) Eg (37) 
(15) a É 
T(æ+%) | BRS VER SE DE RE JERN EB US LSE SER, 2). 


BET EIN (GE D7 Fy (== BED) Var aid spg SEE 5 6 SV 
Cette intégrale converge si R(æ+%)>0,v=1,2,...n, v+j. En y substituant la 
série (17) et en intégrant terme å terme on obtient 


T(æ+4) DT (+ %) & Cy, n-1 (Br + ys—T)w 


1—Bn—Y)) T(æ+ 1 ES rare 


omonepeutkdonnerkar rt les kvaleurse lee Ren Eee ay les valeurs ke? nKavee 


exclusion de j= i. Les coefficients G7,, ; sont formés avec les paramtétres & ... %n 
et v1... Yyn en excluant &; et ys de sorte qu'il faudrait écrire plus explicitement 
=(1) 102... K—1 Qj4+1 +++ mn 
Cy, WEI . 
WYLY2 + YsS—1YSs+1 +++ Yn 
Eatseriet(S8)EcComvergersiek (7) Or RO En SEVEN SENERE Tr ES ute 
T (æ+%)T (æ + &2) 


(æt) = T (æ+ 0% + 2 + v2) FRE SÆT) In FESD KE) 


(æ) ns SR ka R me & X &1) R & +42) æg på æ 
92 Herre BNG 5) 


parce que 2%), =0 si v>0 et &, =1. Ces deux expressions se déduisent aussi 
plus directement de V'équation (13) en vertu de la formule de Gauss. 
Si n= 3 on déduit de V'équation (38) 


P(x+%)T(x+43)F 101 1 100 ya Pe YSEET 
ed X2 + 3 + y3 %3 + f3 + %3 BR 
T(x+1—fB8—y8)T (c+1—%3) DT (X2+ f3+y3) I (&3+ f8 + Y3)” 


93 (7) 


la série hypergéométrique dans le second membre étant convergente dans le demi- 
plan R(æ+&1)>0. Dans cette expression on peut permuter &1 avec &2 et x3. D'autre 
part 1'équation (24) fournit pour cette méme fonction 1'expression 


IN7T=2 i 17 


93 (7) Lear 1 Ps y3) T (64 1598) 


3 
FE KÆR) 
v=l 
É T (y1—y2) db Ca 0-4 HE) A 
E CE YG EET pel 
LAS LEND IID ( 13 ya) BA hg 
ma Bov) REE r(| Så 7) Le 4y=9ey, MI 505) 
æ—y2+1 vioy2+1 i 


3 
T (æ+ 1 772) II Meal EUD) 


ou les deux séries de facultés qui figurent dans le second membre convergent dans le 
demi-plan R(x)>R($3+y3—1) qui a une bande de largeur 1 en commun avec le 
demi-plan de convergence R (7) <R (3 + y3) de la série (13). 

6%" Soit- xx, la partie réelle "de 1%, Posons aa lo, et VE WE LYSE 


n 
Soit Ø un nombre positif et <1 tel que IN | sin x (x,— 0) >n1>0. Considérons le 
v=1 


rectangle ayant" pour" sommets +—1m, x+1im,—m—0O0+im et -m—O-1im, ou m 
esthunlenuertpositihlassezferandkpourkquertousklese ph Olesen on ESolentå 
Pintérieur du rectangle. L'intégrale 


| 1 CI gs(7x) (ce 
nel EYE Er Eve ae) 


prise le long du périmétre de ce rectangle, parcouru dans le sens positif, est égale 


au produit de 2xi par la somme des résidus relatifs aux påles situés å Vintérieur 

x+im 
du rectangle. Supposons que (1=2]51 et | arg (155 Z) <=. Posons"m = HV Tet 

x—im 
désignons par Iz,I3 et I4 les intégrales prises le long des trois autres cåtés du 
rectangle. Nous allons voir que les trois derniéres intégrales tendent vers zéro quand 
m augmente indéfiniment. En effet, dans les intégrales 12,13 et I4 on aura pour 
”expression qui figure dans Véquation (33) 


(7-7) r| OLV, EGE EET AoD ) 


- <Bm”, 
6; x+1l) Er MEE ar REE SEEK 1 


B et y étant des constantes positives indépendantes de m. Dans Vintégrale 13 


æ m—0O + it, mæ sm: 


On aura donc 


|[(1-2)7| =|1—z] m—Q et arg (1—2) SEES REE 


(sin (vs =a)]| < ERE DINE EEN ES ADS 


Ds tr 0) 5 (07 FN) FEET ES) | sin ar (4 0) |. 
Mat. Fys.Skr. Dan. Vid. Selsk. 1, no. 2. 2) 
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II en résulte que 
el tyv] 


BIFTET GÆT DT 


Sing Owe) 
sin 77 (Xx + &) 


et par conséquent 

n 

SEE se LA 
1 2 [94%] 


v= 
= 


Ad] 


BES INTE (YyE 0) 
vz-1 Sin 77 (æ + XY) 


En tenant compte de ces inégalités et de 1'équation (33) on voit qu'on sait trouver 
une constante C indépendante de m telle que 


x +1 
Bem 
| I; | s< 6; 
nike e 
Puisque |1—2|>1 il en résulte que I3 tend vers zéro quand m augmente indéfini- 
ment. Dans Vintégrale 14 


cx=0-—Im ou x>0>—m—Ø0. 


On aura done 


o ,7m 


KE 2)” | = He 2 RE Es 5 <P1zz e 


et, m étant træs grand, 


1 SN (m-—a,) 


Fnr (er EØD]E i 


|sina(yv—æ)|<e7 (m+%») 


II en résulte que 
Sin (Us) 


/A ” 
- SÅ OR (dy u Yv) É 
sin ax (xx + &%) 


La fonction p& (æ), définie par V'équation (35), satisfait done å Vinégalité 
Id (æ) == Ce?am 
C étant une constante indépendante de m, et, par suite, 


1—2)? gs (æ le 
FE ( 2) Je DEER STED: (72 rn en 
sm (sæ) sin (, fys æt) 


ainsi 


SE ret eg 79) 
ME rs ere 


E ; 1 2 2 
Par conséquent 14 tend vers zéro avec —. D'”une maniére tout å fait semblable on voit 
m 


qwil en est de méme pour Vintégrale 1». Il en résulte que, dans les conditions im- 


Nr=2 i 19 


posées å la variable z, c'est-å-dire |1—2]|>1 et | arg (7) | Pintégrale au 
second membre de |'équation (14) est égale å la somme des résidus relatifs aux påles 
situés å gauche du contour, multipliée par 2 ai. Si les %&, sont distinctes, et si aucune 
de leurs différences n'est un nombre entier, les påles seront tous du premier ordre 
et il est facile de calculer les résidus. En effet, posons s = 1, pour abréger I'écriture, 
et supprimons le facteur 2”. L'intégrale en question peut s'écrire 


ma” NER MENN GE) 
2 —xt) H xæ+a 
i (EEN (Al ERE] x: F æt æ40... æ+ A re 
BET i BD EET er) BEER, 
åd KG SÆR ' (2 In 
x—ix r=2 


En formant la somme des résidus relatifs aux påles —x1—v, multipliée par 2x1, 
on obtient 


æ [DASE z (4-4 —r Vi av... ya —vV, : 
1955) 115 RER: å (=)errer, 
so —v! r—=2 DT (1—0—y,—v) 1—01—Y2—V...1—41—Yn=V 

En rangeant les termes dans la sæérie hypergéométrique dans Vordre inverse cette 
expression se réduit å 


n re EEN % (&1 + Y1)v ø, PERKER VD TOO En ike DEER HKD) 
ai 


T (4 + ; 
Lz ”) II FS E5,)GE=0 v! er NE eet EAN 


Ici | arg (1 z)le 7 et la série converge parce que nous avons supposé |1—z]| > 12 
Mais puisque 


nx 


dig VPN V 7) 


Uj 9 2 2 On —] 


HR EN sen 


=- 


le y2 er 13) GER (41) 


Ci 9 02 "nm —1 


! F& PA) ik EVO TEE Vo RE OT EY, 
FENG EVT Ep ENS REESE LEN S 
(<z) (ar SUSER Re 27 Vr) UTRO Er ERA al 


2) (42) 


vÆ 


<a. En formant la somme des résidus relatifs å tous les påles situés 


ou | arg (- z) 
å gauche du contour on obtient une somme de n séries qui se déduisent de (42) en 
permutant &1, avec &2, «3... &n et cette somme est en vertu de la relation (6) 81 
égale å Z ”"y (2). En permutaåant m avec ys on voit que 1'intégrale corresponante 
est égale å 2 ”s dg, (z). Nous avons ainsi démontré l'équation (14) d'une nouvelle 
maniére mais cette démonstration est moins générale que celle du paragraphe 3 parce 
que nous avons supposé ici que les &, sont distinctes et ne différent pas par des 
entiers. Si cette condition n'est pas satisfaite le calcul des résidus devient plus 


laborieux. 
3% 
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7. On peut d'une maniére semblable considérer les résidus relatifs aux påles 
Aa droite du contour. Choisissons x tel que ys—%x soit positif et <1. Posons Pr = 
BE iP, ESolt Hk ORun mombrefpositif et lettet que (sing (0-5) |=7= 0 Soit 
m un entier positif SB Considérons le rectangle ayant pouY' sommets x—im, 
x+im, ystm+0O+im et ys+m+ O—im. L'intégrale 


| (REE 7Sg (ælde 
Jsin ag (ys= ax) sina (by Fy sæ) 
prise le long du périmétre de ce rectangle, parcouru dans le sens négatif, est égale 


å la somme des résidus relatifs aux påles situés å Vintérieur du rectangle, multipliée 
x+im 


par —27xi. Supposons que 0<e<|1—2|<1 et |arg(1—2)|<x. Posons I; = V et 
x—im 


désignons les intéægrales prises sur les trois autres cotés du rectangle par I», I3 et I4. 


Nous allons voir que les trois derniétres intégrales tendent vers zéro avec —. En effet, 
m 


il résulte de P'équation (29) qu'on aura lg e) | <Bw” dans les intégrales I», Is et 
I4, B et y étant des constantes positives indépendantes de m. Dans Vintégrale 13 


t=-=vtmtO0Otit, ou —m=<t<m. 


Ill en résulte 
tet —z)T-Ys | Es | 1 —z|m+0 et arg (1—2) == | 1 —z|m+0 galt], 


|2sina(ys—x)|> ett! sin 10, 


|sinz (8, +ys—x)|>|sinz(0—$%)|>n. 
On aura donc 
(l=PE% 2|1—z|m+0 
Fe 5 SE . wE D Er SEEREN SO 
sin 7 (ys— ax) sina (By + ys—æ) n sin xO 


et par conséquent 


VENS SE. > mYt1|1—7]|m+0, 


KER eee ; å SS ESES 
Puisque fil del Is tend bien vers zéro- quand m augmente indéfiniment. Dans 
Pintégrale 14 

vvs om, 0 xyv, So <= mm HO 


On aura donc 
| (Il —Z)E Y's | z= | 18% | em arg (1—2z) < | fæ |' exm, 


et, m étant træs grand, 


Nær>2 21 


|2 sina (æ—ys)|> 5 em 


|2 sina (x—ys—$n)| > 5 et (m + B%) 


d'od réæsulte 


CL ØER) 
Sene (Eee SIN (Dr ver) 


<16Bm' |1—27|7 07 (m+ 8%) 


ef nar suite; 
m+Q0Q 


174|<16 Bm? ex (m+6) Å |1—2| dø 


EY s 


, 1 ål 
<16 Bm! (m +1+ Al em + Br). 
& 


£: 1 , 28; . ”… 
I4 tend donc vers zéro avec —. D'une maniére semblable on voit quw'il en est de 
m 


méme pour I2. II en résulte que lim I est égale å la somme des résidus relatifs aux 
m—>% 


påles situés å droite du contour, multipliée par — 2 a1. 

Ajoutons une remarque importante. Dans ce qui præceéde, et notamment dans 
la démonstration de la relation (14), nous avons supposé que les paramtétres satisfont 
å certaines inégalités et, pour abréæger Pécriture, nous avons considéré le contour 
comme une droite paralléle å 'axe imaginaire et passant par le point x. Mais nous 
pouvons faire varier les paramétres en déformant en méme temps le contour de 
maniére å éviter les påles. Par prolongement analytique on voit que la relation (14) 
reste vraie si le contour est choisi tel que les suites de påles croissantes ys + v et 
Bun + ys + v soient å droite et les suites de påles décroissantes — x;—v soient å gauche 


beo n tons EST FE don Ed up poser gl EEN ED See 2 RER 
ne sont pas des entiers négatifs ou nul. En particulier on peut supprimer I'hypothése 
CO) =—1- 
Si Ton pose z = 0 et v = ys dans la relation (12) il vient 
åg mn ORE) DE 5 ne i T (&v + ys) (43) 
ES Gr EEN DSE) ' 
x—i 0 


avec la méme convention pour le contour. Cette intégrale peut donc toujours s'évaluer 
en termes de la fonction gamma. En prenant s > n ['équation (43) peut aussi s'écrire 


HK+1% i ni ) 
$ E ctr RUM: R 
> BUE UGE ORE —r Teller E mm, 
gel ræv r! TI E (æx Vy rer r) v=1 Yn— Yv 
H— i 0 v=1 


Mat. Fys. Skr. Dan. Vid. Selsk. 1, no.2. 4 
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En particulier, si n = 2 elle se réduit å la relation suivante 


K+ 
| T(æ+4) TP (24%) DP (72—2) PI EG RET) de 


== 4:00 


lm 
2 ti 


1 Tot y2) 1 (027 y2) To 41) TED) 
Ty 41) 


qui est due å E. W. Barnes [3]. 

8. Nous allons maintenant voir comment la fonction, définie pour |z [<a 
par la série hypergéométrique y; (2), se comporte au voisinage du point singulier 
BENN Enefet si |1—7z ler | arg (1=2)|<x nous venons de démontrer que 
Vintégrale au second membre de (14) est égale å la somme des résidus relatifs aux 


påles å droite du contour, multipliée par—2 ai. Si fx n'est pas un entier ou nul, il 
ylardeuxsuites” de” påles ”simples fr, Fystv et vtu Lessrésidus= relatifstlåmkla 
premiére suite nous donnent la série 


% Ge Y's +v)(1 — z)Pytr 


sin eN i 


qui, en vertu de (20), est égale å 


y ER 
DEDE SED DENE 5: 


Les résidus relatifs aux påles ys+v nous donnent la série suivante que nous dé- 
signerons par ps (z) 


ps (2) = DJ USG D)(T = 2) (44) 


sin SR 
On aura donc 


ysG)=T GEDE AGE Ps (2). (45) 


Puisque y$(z) et &n(z) sont des solutions de Véquation différentielle (2) $1, la 
fonction ps(z) est une solution holomorphe au voisinage de z=1. En posant y= ys 
dans P'équation (6) on voit que la solution non-holomorphe en z=1 se représente, 
quand | arg (2 El) | <a par Vintégrale 


Xx+ 10 


E zys ek (z2—1)7 "5 gs (æ) dæ 
En EEN PRES | EEN SES ROSSEN (46) 


k—1% 


ou les påles fx +ys+v sont å droite, les autres påles å gauche du contour. Cette 
relation est I'inverse de (16). En substituant les intégrales (46) et (14) dans Péquation 
(45) ou trouve pour la solution holomorphe au point z=1 


INES2 É 93 
az”s DE (DE ole) be 


PEN sin æn So Go 0)) 
Xx—i% 


Ps (2) = 


(7) 


ou les påles ys+v sont å droite, les autres påles å gauche du contour et | arg (z—1)| 
<a. Cette intégrale représente la fonction ps(z) pour toute valeur de z qui n'est pas 
réelle et <1. De V'équation (17) il s'ensuit que 


(1) 
1 NE SHE ; 
+w) == = = Ys ES GEN 
Re ner eAN RE Dr GER 
En substituant cette expression dans la série (44) on obtient 


57: x + io 
BEN MES AGE | KE 


== 4.5 


vs Én (t) ARR) ore (48) 


væ 


Cette intégrale converge si R(%+ys)>0, i=1, 2, ... n. Elle représente æs(z) 
ou yj (z) suivant que z est å droite ou å gauche du contour. En particulier, pourvu 
que R(P»)>—1, on aura donc 


z n'étant pas positif et >1. Si dans la série (44), convergente pour |z—1|<1, 
on remplace gs par 1'expression (19) on obtient 


GEDE Re 


Ps (z) = ere SØ Z («i + ERE GEDSER 182 PEN 
ou 
mo < ERE j 1 É 
ES PD) (rr DER (BRET =D) 
On suppose ici que K(%+%Y5)>0, v=1,2,...n. 
Si Pn est un entier positif ou nul les points x+ys+wv sont des påles doubles 
bands ey eV sa IEEE br ES on tedeskpolesksimplesk pour tlakfonetionk sous 


le signe dans (14). En calculant les résidus on obtient dans ce cas 


Py71 
Us (2) SFT 2 (- Pr zYs S 9; (Vs + v) (1 mv, zy 
v=0 (40) 
So E4 SI [92 (yet?) t gs (ys+?) log (1 I] —2P. 
v= 


n 
AX 
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D'aprés ce que nous venons de démontrer cette série converge dans le cercle | z ZEN | Sk, 

et puisque |arg (1 —z)|< 7, le logarithme a sa valeur principale. En tenant compie 
de (20) on voit que le terme logarithmique est indépendant de s et (49) peut s ”écrire 


Dr f 
KOFOD bg IP). (50) 
ou 
FO FEDT GEDE): (51) 
v= 
En donnant å s les valeurs 1, 2,... n on obtient n solutions logarithmiques qui sont 


linéairement indépendantes si les ys sont distinctes et ne différent pas par des entiers. 
La différence entre deux quelconques de ces solutions est une solution holomorphe 
au point z= 1. De Féquation (17) il s'ensuit que 
(1=) 
= ll 


EGE NES Rn FY (10) EPE (Or (FEE 


8 
(+ e] 


En substituant cette expression dans la série (51) on trouvera 


(= 1)ønt] VS Se En (t 2 
BEES g y Y's SE: Ls ø el ARE HØ 
ps (2) TET Dea) — log (l t) dt, VE ig (5 ) 
es 
Gette”inteégrale ”converge”si N(& ty) > 0,71=1,72,...n. Elle 'représente ps (2) ou 


y; (2) suivant que z est å droite ou å gauche du contour. Si f,>0 on déduit de (13) 
une expression particuliérement simple des Øx premiers coefficients de la série (51) 
et elle peut s'écrire 


Pøl i k 
= g7s == W (GE SERD) F( Ar EY ster DENE SEP SER VST D i 
BD Pol G ”U 121 TD (vs— BEDE 10) UNGE uk: Fo gg ENDS UR) 
ou 
v.G) == Cs X ger) (2) (53) 
v=Pn 
Kx+i0 
l i zZ V's - 5 
om | (i) ES) BIS Ed RENEE (54) 
x—10 


La derniére intégrale converge si K(&%& +ys)> Pr, 121,2, mn, et il est supposé 
que z est å droite du contour. Pour les coefficients de la série (53) (19) fournit 
1'expression 


NT"2 PA) 


ce 
gs(Bn tyst») = (6 z gl | FÆRRE reen) Es) 


eee 
PETER Fr)! 
Be EDEN ER] 
RD BE (Bx + Tr)! (a+ Br lg Ng KV) SE 


1 1 1 
pt Ba + Ys FI)v-r | 4 —— 4 2. + —————— 
GEDDE Å: Vee Ti) 


P(x) étant la derivée logarithmique de I'(æ). Dans le cas particulier n = 2 cette 

expression se réduit å 

, oe . 

g1(B2 +y1+v) = (BY ERE) EGEDE EVE) POPES ED) KOGES 
Si Pa est un entier négatif, soit fx = —p, la fonction gs (x) a des zéros simples 

SEE POI ES ES IE SE EEN SE net des rer osedoubleskaure points kys pE] 

re PE 2 EEN Ffonctontsouskletsigsnekdansklintegralet (14) Fadmetfaldronekdt 

contour les LEDE Vee ts ERE ER DE COM ERE POE S EESTI ple set esp ons 

VS VER Ivy EcComme poles"doubles” "En déterminant"les"Tésidus” relatifs”"å 

ces points on obtient 


BØ S 9107847) (1-2) + (19741 2 XY gs(ys+7)€ 2” log (1-2). (55) 
v=—p v= 


Re nre Lon SER ere IT (OGS) Eps ED ERE NERE af onetiontgs(æT)EsSeRrepreésente; 
dans la bande —R(%)<R(x)<R (vs), par Vintégrale") 


GENE vi ze) js sd: (EVIG). (56) 
Tr 


En résolvant cette équation par rapport å nx(z) il vient 


zYs Hk +i 


(ode 
BOR UERUE ETS (57) 


SEE 


ou les poles ys+v sont å droite du contour et | arg (21) |< ax. En substituant la série 


: 
væ 


0) 
& rip, =A4l 
BEDE E BED, a tnnfi ' 
dans lintégrale (56) et en intégrant terme å terme on trouve 


(PT (æt ai) 'e, 2P Yp, n (Vs —T)r (58) 


EN rr ere EET 
1 Voir Acta math. 94 (1955), 330. 
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Cette série converge dans le demi-plan K(x+%)>0, v=1, 2,...n. En posant 
æ=ystv elle se réduit å un nombre fini de termes et il s'ensuit 


= (1)? (x;+ys) » Der reg 
ROEDE GE ) (&; WS £bentr r!(v—r)! (44) 


d'ou réæsulte 


gs(ys tv) = ore PE 0 
L'équation (55) peut donc s'écrire 
RL =D Og) Bør) (69) 
ou 
Ps) = tt: X gs(vs +”) ( =2)". (60) 


De Féquation (56) il résulte que 


(5) 


VD) ES NEED na EDd 


et cette integrale converge si HP (7 +4,) 50, v=1,2,...n. En portant cette expression 
dans F'équation (60) on obtient 


K+ i 


VW ert j 
(MIE EO og 1-0at, Ore 


ps (2) = NG 15 t 


BEEN 

x—i % 
z étant å droite du contour. Si z franchit le contour cette intégrale représente y; (z) 
en vertu de (59). On aura donc pour toute valeur de z qui n'est pas positive et > 1 


k Frø z E ” dt 
BEG) == lt) Pr ey mm (HD) (61) 
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Cette intégrale converge parce que nous avons supposé R(&%+ys)>p,v=1,2,...n. 
En vertu de (21) et (23) & 1 la fonetion nx (2) satisfait å la relation 


n KE (ax ==) pE 
NEGER HEIDE g | NE JE T)» 
Nm (2) ( (ab) I ra ENE) Rå On (GE VS DE 


-e 


En posant x = v—ys le premier terme au second membre s'annule et il vient 


(9 e] 
Ø æt 
zV-1—Y, DNUPPENE (s) « 
ve ”snn (2) dz = VEG Er MOE D) FREE VENS D 
) Er 
1 
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don il s'ensuit 


f2-Ys (21971 14 (2) dz= WET) sn VS LED ERE 17 
i 


Onfaurafdonc'en vertu de (56) 


fr) IV TGI )T lyn "rv = 152, p: (62) 
En portant cette expression dans 1l'équation (60) on voit que la fonction ps(z) peut 
s'écrire 
, 6% 
pic) =T (p) 2 (1-2) 33 Ul (1 — 2) + ps (7) (63) 
v= NER =P)v 
ou 
END SEE NE DÅD, (64) 
real 6 
— | i: z p 
>= CE | () EL Di ereE Hd ERERE 05] (65) 


z étant å droite du contour. Il en résulte en particulier que F'équation (59) peut 


StécHre 
(5) % 
= = , le ” jé 
SEE SE EAN eg (66) 
BÆGER -P)v Å 
il 
Bek dens derniereskintésralesEconvergentk sit (OGEEVS ES OSV ED RER En SE Par 


prolongement analytique on voit que les relations en question sont vraies quand 
cette condition est satisfaite. Le second membre de (66) représente le prolongement 
analytique de yZ(z) pour toute valeur de z qui n'est pas positive et > 1. 

Pour les cøefficients de la série (64) on déduira de (58) l'expression suivante 


(8) 
Js(ys +v) = eg MU (og Fy, FUE GF) 


RD MER LD i 1 1 
PD r+p,n É rd 
S f Mrs SA 10. 
+(—1) p); KEND EN (oser) ven SENER SEE ELLE 


zØ (r—v—1)! 


+v—1 oe Cy + n 
LE SE D TE ; 
r=v+1 ig (4 Vel v)r v 


Si n = 2 cette expression se réduit å 


ed 


gr (y1 +») = SÆR 2 OY (614914) + P(a2 +y1+7)—P(74+1)—-P(r7+4+p+1)], 71>0. 
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Chapitre II. 


9. Dans ce qui suit nous supposerons que les &; sont distinctes et ne différent 
pas par des entiers et qu'il en est de méme des y;. Nous allons considérer une 
fonction G, ;(x), définie par la série hypergéométrique 


n 
ITT (&% +Ys) 
væl 


YDE Vs KEE ss On en (1) 


5,1 (7) VS VIE l Vs y2t1 sk: VSSE VE OG EN 


n 
KEE GE 1) 
v=1 


convergente pour R(x)<R(&;+Bn), om + indique que ys—ys+1 doit étre omis. 
DP (x+ vs) Gs,;(æ) est done la fonction qu'on obtient en remplacant &; par æ dans 
y; (1). Admettons que les nombres &+ys,v=1,2,...n ne soient pas des entiers 


néægatifs ou nuls et que 
MU (OG ORE DSE OSSE SEERE ØS 


Voyons comment se comporte cette fonction pour les valeurs trés grandes de fælt 
Si R(8n)>0 on peut faire tendre z vers 1 dans F'équation (6) $1. On obtient ainsi 


n e=7Ti (XyrtYS) 


Ud) Bar (DE (3) 


FE tESID 77 (GE 42) 
HEEL AN (X;+Ys) 


En multipliant les deux cdtés par e on trouve 


n e=Ti (4,74) 


ET OGR VS ETTE I ]) NR Bera (LL) 4 
ys(l. mr sin (&r + Ys) mor ( ) ( )) 


En soustrayant ces deux équations il vient 


i 5 er Sing (00 eN 
Sme VS) CD ERE ke] 


rr SI TU (rt Ys) 


Cette relation peut aussi s'écrire 


n 
INGO 

; g i nec æ 1 

r=1,r+j 7 j Ira BE) Uj — Oy 
v=1,v+s 
En remplacant &; par æ il en résulte 
S Eyre) Oy + ya Xp + 
5 (T)= Ca RE ERE oe 0 
1) 355 EEG Oy 0n + 1 (7) 


ou on a posé pour abréæger 


Srra i 99 


rer 


" TP (&,+%Ys) v=1 

ti KE) : (6) 
II FOF ÆD) 
v=1,v+8s 


Les deux astériques signifient que &,—&r+41 et &r—&4;+1 doivent étre omis. Les 
séries de facultés hypergéométriques qui figurent au second membre de (7) con- 
vergent si R(x)<R(x;+ Br) et elles tendent uniformément vers 1 quand æw s'éloigne 
å Pinfini en restant dans le demi-plan de convergence. On a donc dans ce demi-plan 
T'égalité asymptotique 

BIDE LEGEN UD (9) 


gr]. FEY TEN 
De Féquation (28) S$ 1 il résulte que 


Sim (7507) 


TD DE END (10) 


En substituant cette expression dans l'équation (3) il vient 


; nm pE Ti (X,+YS8) 
El) = ge ErEEEEENEEEEEE 
Ys ( ) Jj( 23 sin 77 (&r + Y's) He Ås 
nm CET (X,Y) GUD 
i ———————— By, sin 7 (4; — 44) 9; Nye 
FE EU CSI GT (Cr EY) (&;—%r) gs, r (1) 


Par décomposition en fractions simples rationnelles on obtient 


m sint(yy—ax É m pE i (14%) 
(97 LÆ Dee Bye 


vz=1 sin ax (xx +40») NERE EN 


(12) 


En posant x= ys il en résulte 


n PETI (X,+Y8S) 


B, = ertiPn. (18) 


FælSID GE (CE YS) ” 


Par conséquent Véquation (11) se réduit å 


BOE (DD ÆT Pa 


nm pETI (X,Y) K 
i £ Brsn r (G)U (D): 
Er SIE (GE END) 


ig 3.8 . —k , . 
En éliminant y, (1) entre ces deux équations on trouvera 


n 
' sin 77 (&r + Yp. 
nm … sin (+ Pn + Ys) Må ir i de. (ll) (14) 
= vre gg re si nm, É I rr . 
reg SIN gr (4 EY) SIN 7 fn IV sin ax (&y— &r) 
v=1,v+Fj 


UA (UDE 


30 NE 


En remplacant &; par æ cette équation peut s'écrire 


n 

TI sina (& +%/) 7; 

sin 7 (&j + &r + Pn +YS TT) … DERE fi,r (2) 

era Sin (yt Vs) SIN TT (yt By) Ile Gerd 
v=1,v+Fj 


f;., (c) étant la fonction qu'on déduit de y;, r (1) en remplacant &; par æ. Or en vertu 
de (29) 8& 1 f; ,(c) se représente par la série 


fy: r &) SS 
BT GES (SYD ye Yde (SSR SYS ØRE 7 REE 
ud i OF EO ED EDE ol] (ax + &r + y1 + V2)v rl FÅ xx Or Oy kl 


År étant la constante 


[LD Car + 9») 


AE DER =, 
NR CÆzEED 


v=1l,v+j 


La série de facultés au second membre de (16) converge si K(æ+ys)>0, s= 3, 


4,...n. Quand æ tend vers Iinfini en restant dans le demi-plan de convergence on 
a donc 
UKE GDS (17) 
ik) Xra %5 


L'équation (15) réalise le prolongement analytique de Gs,;(x) en dehors du domaine 
de convergence de la série (1). II en résulte que dans le demi-plan de convergence 
de (16) on a 
me Sl EO Eye) (LE OoLl 
be, GO Bane sin 7 (0; Kr "Pr så &) r( o(1)) 


SEE 18 
rele sina (+, —T) XErtYs (187 


Cr étant la constante (8). L'égalité asymptotique (9) est par conséquent vraie dans 
Pangle | arg (-7)|<n &, & étant positif. Si Px, n'est pas un entier il résulte en 
particulier qu'on aura pour les valeurs entiéres positives et trés grandes de v 


ED 


3 (AI) 
fzr Æg sina Px VÆR HS 
L'équation (15) met en évidence que la fonction Gs,;(x) admet comme påles les 


Poniskr ORE DERE (USER) ERA Et qu'elle est holomorphe pour toute autre 
valeur finie de æ. 
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10. On voit comme au paragraphe 3 que 


n+1 T (4%, +%) eV EOS EEN RES Xn+1 ty DE 99) E (20) 
vel l (Vyk) ED MT USS SØS ENE ET EDER 
AN SNE HARSTØN (21) 
T (B1+1+1)) & 
E 03, n+1T (Bn4141=y—æ+») 
KGL SNDS me Cv,n+1 DSE ere en ene ate P. ; 99 
(&; SE ESS ET EEE) (22) 
GER OonE psu hEdonner AE eskalere 2 een ASER Em pos an tr OR 
Cn+1=1—ys et yn+1= 1—% il vient 
=(/) 
ul S Cy, n I! 
(7; i (æ) == - i , PS) 
Egg ROR eo oo ED) EET BEDE or (23 
ElEcelleRserreRkconvere ESTER] (OG EEN) ONEv EROS EVEN Et anti erentedes 


påles. En prenant les autres valeurs possibles de Vindice supérieur on obtient 


RE EEN EGEDE (GER Pr) S REE e Ga Pyok (24) 
sale KEE ED) EUS) (EET OR EVE) D i, 


otkontkpeutkdonner får leskvaleurs STEN TESTE En Dans laldernieére"série 
les polyndmes 2/7, , sont formés avec les paramétres 1... %x et y1 ... yn avec exclusion 
de &; et ys de sorte qu'il faudrait écrire plus explicitement 


=4(2Y &j 2... 0j—1 Qj+1 ind 
Cy, n—1 . 
W1 Y2:+. Ys—1 Ys+1-+--Yn 
Bas triet PL) ER CO ver se STEN (og ev) OVE En Evne One déduitide 
méme de (21) 
1 z 
i | i . - FAT EO I omrre 
Ga, 3 (7) ae re EN HEDERNE | ds. (25) 
KEB Y1-:: Ys—1 Ys+1::-Yn 
1 


Cettetintésraletcomverget sit (rv YIN (7 Pr) ET IT (og ry YE OVE ED EN RR, 
En remplacant le chemin rectiligne par un lacet on trouve 


k« (=>) 
coséc 7 (&; + se) re RR: ORE OT EO NE ER s 
(57 (<xc) = Br ? Bn ZX H(l z) KÆRE Én | g É kg zidz (26) 
2 167 57 30) . Ys-1 Ys+1::- Yn| , 
[se] 
elllalkdernicretinteégraletconverse tquelf que sot x si R (OF) 0 v= 1 21. n, 


v+ j. C'est aux notations prés la méme relation que (37) $5. 
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Sur les expressions analytiques susdites on vérifie que Gs,;(7x) est une fonction 
méromorphe de æ admettant comme påles simples les points &;+Pn+v, comme 
nous 'avons déjå dit. Les résidus relativement å ces påles sont mis en évidence par 
la série de fractions rationnelles (23). 

Cela posé, considérons Vintégrale 


x+io 
| (— 


- be GE E (CD 


Wa 


x—1%x 


od le contour est choisi tel que les påles &;+v et &;+Pn+v soient å sa droite et 
les yak sasauchet En vertulde"(7)Fonfaura 


TT 


SC, Car er 1 (1 20 (0) 


T (&—æ)P (æ + ys) Gs ;(æx) = — 
i (GACEN Se (? FAN ET gel gg 

dans le demi-plan R(x)<R(x;+Pn) et Péquation (15) met en évidence comment 
cette méme fonction se comporte asymptotiquement en dehors de ce demi-plan. 
II en résulte que Vintégrale (27) converge pour toute valeur de z différente de 1 dans 


arg (i = 1) 


Pintérieur de ce domaine. On voit comme au paragraphe 6 que, si 


Vangle <a et elle converge uniformément dans tout domaine fermé å 


<l1, elle 


Ar 


est égale å la somme des résidus relatifs aux påles situés å gauche du contour, multi- 


plitetparnP kr rRcestkak dre ezalera 


zYs e TC +ys+v) 
(1—2)%4tYs v=0 vl 


SEND 
617) (4 


En y substituant 1'expression (1) de Gs,;, on obtient 


zys Bl IGEN sæ 427% p( Ca SE. gr gr IS) 
VG rave FI VER v! Ses El afg En VED ONE Kj; FYsS Æg | 


et cette série est égale å yå (z) en vertu de (41) 8 6. On aura donc 


Ek z% 1 == ZiTT OG 
Us z) Ex Å | In (&; GE æ) Lr (æ SE Vs) GS (æ) dæ, (28) 


ou on peut donner å ; les valeurs 1, 2, ... n. Nous avons supposé la condition (2) 
satisfaite mais par prolongement analytique on voit qw'il suffit de supposer qu'aucun 
des nombres &1+%Ys, X2+Ys, ..- an+Ys, %+Bntys n'est un entier négatif ou nul, 
et que le contour a été choisi de maniére å séparer les suites de påles croissantes et 
décroissantes de la fonction sous le signe. 
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11. Admettons maintenant que arg Sr Ene lenant 


pe 


compte de ce que nous avons dit sur le comportement asymptotique de Gs,;(æ) on 
voit, comme au paragraphe 7, que Vintégrale (27) est égale å la somme des résidus 
relatifs aux påles situés å droite du contour, multipliée par —2 ai. 

Si Øn n'est pas un entier ou nul ces påles sont simples et Von obtient en tenant 
compte" de.(23) 


F ka | Bat? 
vi (z)=2%4 % TB, —») 20, (1> d É 
v=0 Z 
ed v 
Gæ (&; DE v) kÉ 1) å 


La premiére série au second membre est égale å T (87) én (z). "On aura donc 


VE (G)=T (€ BÆD Sø (2) tT Øs (z) (29) 
et il en résulte que la solution ps(z), holomorphe au point z— 1, peut se développer 
Eg] 2 NE 
Suivant les puissances de ——— de n maniéres équivalentes sous la forme 
å OG + Y's)v ZR EV 2 
pr (2) I (og vre & 2 en 7, lay +>) | $ hi GENDE Be dk (30) 
v=0 - 


i ; 1 å ; i 
Ces séries convergent dans le demi-plan ØR (z) > 3: En y substituant 1'expression (26) 
on voit que ws(z) se représente aussi par Vintégrale 
x+ix 


| f%;=1 & — 41... mn 
: i 
NEC) LY EET VD 


T (ey Fys) 27” 


Ps (z) za T (og; LE en + Vs) 2 7sin 90) 


!) (li (BTN) 


x—i wo 


Fe etantkakdroten du tconfonr tt Ice et Ton peut donner Få ly les valeurs 
Dee 7 RE nun lisantilkexrpressionk (23 )EdeRG Er sronkvoitiquer lat serie (0) peut 
ge 


ENG TFT AE (47 va) DE SAL (32) 
Ps T (+ Pntys)v=0  v! ER 
ou 
=(1) 
(ans ENS j 
sn Pol (&;+ Pr tys)er + nv 
ponrrmkqu ER (7 7))E OFTE EET TH] Admettons "que" cette derniére 


condition soit satisfaite et soit en outre 


5 


Mat. Fys. Skr. Dan. Vid. Selsk. 1, no.2. 
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En raisonnant comme au paragraphe 3 on démontre que 


MEN rasl Cabo roet FEE To pl Ed) 
( 


ys (2) T (+ fn +Ys) L=ZYYGEVS DE an OD Vedo as PØg) 


!) dt (34) 


et cette intégrale représente le prolongement analytique de y;(z) pour toute valeur 
de z qui n'est pas positive et > 1. Si Ton remplace le chemin rectiligne par un lacet 
la condition (33) devient superflue et il vient, z étant en dehors du lacet 

!) dt 


ER (5) sl 
, 18 . 1%; 1 
Us (z) = TP (&; Fw) (I OGS DN Se) —= DER | Qt z)YT Vs ER 


wo 


Kl... 0Cj—1] VUj4+1.…… mn 


VT. + Ys—1 Yst1- + Yn 


pourvu que &;+fPntys ne soit pas un entier ou nul. 
De V'équation (47) S$ 8 on tire par inversion 


(5) 


, 1 ir — VV — — 
Go STI mv 1 SYET ; 
Ser R AG ag | DVS (1—7) ps (2) dz, (36) 
lkintégraleetantkconverg ent ts) Go) SOE Fe ES ODS man 


l'expression (30) et en intégrant terme å terme on trouvera 


(15) 
ma gs (Tx) 1 Rs EY sysor-1 eg DT (&42 GE VS: 0) vd BNG 
5 = —— z s (17) 7 ere z 
SINDE el | ( ) oa v! FESD iz ) 5 
i k E mm - i SR " n 
SE 3 y (- De Era 2) OG En ») | SES EN SR? (1 SYS ELIE GE 
DELE . 
% Ieg SPEED) P(æ+%) 
sæ: NS ( ir De SÆNSTE ; (0; by J 
v=0 v! JER SED TD (&+ys+7) T(x—y8—7+1)" 
Par conséquent 
sin an I (æ + 4%) % (ys—æx , É 
BG) an ES SAL TER BEDE ERE FERIER (37) 


ell (er os DE æg 


En tenant compte de (19) on voit que cette série converge si R(x+%)>0, i=1, 
PE REE UI KE ze) E 
Si Pr est un entier positif ou nul les points &;+$x + v sont des påles doubles 
tandis que &;, %;41,... &%+Pn—1 sont des påles simples pour la fonction sous 
le signe dans (27). Le résidu relatif au påle simple &;+v (v<$%). multiplié par 
2 crimest 


z-1VT (44 v. + 


== 


(53) 
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Cette expression se représente, en vertu de (1), par la série convergente 


(I LY 4 +70 fj eo Gi FyYys XaFYS:.- nm FYS j FYS FV 
z ES OS DEN SEE ES ERE 


Le résidu relatif au påle double &;+Pntv, multiplié par —2 i, est, en vertu de 
(23), égal å 


7—082 


re oY sæ lee 


—(i) il 


Cr, n 
% 70 (&; + Pn + ys)rr—v 


(og Dee AEDS 


ED on ED EU) Vo fr Elen Ih 


En formant la somme des résidus on déduit de VFéquation (28) 
Fe; NE DE CSE) nt (og, t bg CL ESS maar Øg Er 60 HEDDE É | 
i re GE VE AR Ken ER ap AE see gg EC Eleg SN 2 
(-1Pn 


: ig | 
iz FEE En(z)log P.G). Hel es en 


(38) 


i=ez 
ANE 


ou Eure our E)REeS Une oncetonbolomorphetauntp oner rRads 


mettant les développements 


EVER EV - 
å En | 2 SEER 77 9) 


pl) ru % 50 (— 
v=0 


convergents dans le demi-plan R(z)> 5: Les coefficients bØ) sont, d'aprés ce que 


sa 


nous venons de dire, de la forme suivante 


KORER: (og; E Pr ie Ys)v S u DD El 
ke RE | 
= (I) (40) 
c 
AED Er (Pn+v+1)— 4 (OG DE SEt v)| i 


Si by = 0 le premier terme au second membre de (38) s'annule. 

Si Pr est un entier négatif la fonction sous le signe dans (27) admet les points 
0, %&+1,6;+2,... comme påles doubles et les points &;—1, %&;—2,...%;+ Pn Comme 
poles simples. ER fenantæcomplender (2 >» on peut aisément MENE: les résidus 
relativement å ces points et Von voit que y;(z) est ici de la forme 


. = ; 1=z É 
us 2) = (17 "nn (2) log —É + ps (2) (41) 


5% 
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1 2 
ou ps(z) se représente dans le demi-plan R(z)>5 par des développements de la 
forme (39) avec É: 


BED BER) me SKET NEDE 0E 


tandis que 6? est de la forme (40) sip,+v>0. La fonction ps(z) admet par 
conséquent le point z= 1 comme påle d'ordre — fx, et la partie principale est une 
fonction rationnelle des paramttres, multipliée par 7 W. 

En résumé, si fx est un entier positif, négatif ou nul F'équation différentielle (2) 
S$ 1 admet n solutions linéairement indépendantes ayant une singularité logarithmique 
au point z= 1. La partie non-logarithmique d'une de ces solutions se représente 
d'une part par une série, procédant suivant les puissances de z—1, et convergente 
å Vintérieur du cercle |2-1 | =1, d'autre part par n séries équivalentes, procédant 


suivant les puissances de - 


i i 
, et convergentes dans le demi-plan Å (z) > SE 


Chapitre III. 


12. Les séries hypergéométriques gs (2) procédant suivant les puissances 
décroissantes de z donnent lieu å des remarques semblables å celles que nous venons 
de faire. Considérons une fonction gs (æx) définie dans le demi-plan KH (x)< RW (&s+ Br) 
par la série hypergéométrique 


Sne (GE BE] i lee) "se og SENE ED TEE VW) 


Ga) E : 
gs (7) IT væl (x—%4% 41) (læ +1x—6241..,..x—%% 41 


) (Hd 


ou I'astérisque indique que x—%5+1 doit étre omis. C'est une fonction méromorphe 
de æ admettant comme påles les points—y;—v, 1=1,2,...n et holomorphe” pour 


toute autre valeur de æ. De plus cette fonction s'annule aux points «5—1, a,=2, 
sa BERE eN Br ENKE 0 12 NERE RER Serre presentelkaussee par tinder 
i (1 +) 
le) == Sanne: zg7—1(7—1)% REISE VCE - sg 
Or gg GEDE SOE (2) 
0 
quikconvers ESTER ES) OPER SEEREN SED ns ub Sants Er Re OD EESER 


et en intégrant terme å terme on obtient le développement 


10057) tre ere DE 3 
KrF SE IDEEN (Pr AD DE i) T (&s + Pr TY 18 n)E E 


Is (æ) = 
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II en résulte en particulier que 
z(S) 


== (& 
gs (as + Br +») TB BEÆT: PRES UE EP (4) 
n 


Admettons que &s+Yy+ et as+Pntyi, i=1,2,... n ne soient pas des entiers 
négatifs ou nuls. On aura 


FANS Lt HG s (cc) da (5) 
i | Ske (OS In rr (CE DRED) i 


ou le contour a été choisi de maniére å séparer les suites de påles croissantes et 


vår 


décroissantes de la fonction sous le signe. L'intégrale converge si | arg ——|< 27. 
Eatfonebon"()Fselrepresentes park intégrale d 
x+io 
SEE EEN US 2 (obs 
< zZz) = IR =T 1 > ( == ; : 9) 6 
En (2) (En 1) Di | HE: Sine (GÆR pe) (6) 
KkK—ix 


4 


avec la méme convention pour le contour, et cette intégrale converge si |arg ——|<x. 


ry: 


ZzEæl — 
3 [<10: 


Admettons que anse |<x. L'intégrale au second membre de (5) est 


alors égale å la somme des résidus relatifs aux påles situés å droite du contour, 
multipliée "par 277. Si Pyon' est pas un entier ou nul jl'en reésulte que 


VE (z) =T (= (5) Ea (HJ HØs &) , (TO) 


ps(z) étant une solution holomorphe au point z=1, admettant le développement 


DD) DAR nj gs (45 +») (—Y (8) 


Sv 


; 1 mrkre 
qui converge dans le demi-plan RC) >2- En tenant compte de (2) on en déduit 


KOR NE OD ø 


(=Å 


Cette intégrale converge si R(xs+%4)>0, i=1, 2,... n. Elle représente øs(z) ou 
y,(z) suivant que z est å Vintérieur ou å 1'extérieur du contour. En particulier, si 


R(B8n)> —1, on aura donc 


i 
1 En (2) 1 
2) = re, sn); i Sel: TOD 


| pour toute valeur de z qui.n'appartient pas å V'intervalle 0O<z<1. 
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Si Pn est un entier positif ou nul on trouvera de la méme maniére 


ene 
KEH) 


Øs(z) étant une fonction holomorphe au point z=1 qui se repræsente par la série 


ROD- En) log" +9402), (11 


=D re gl +1(] (12) 
v=0 Å 


; 1 , 
convergente dans le demi-plan R(z)>53: II en résulte que 


(13) 


3 (159) > 

RENT (e% . t «71 En (t) PE] 
Ro IKEA PIETER () BSK dt 
0 


si z est å 1'intérieur du contour. Mais cette intégrale représente 5; (z) quand z est å 
”'extérieur du contour. 
En dernier lieu, si fx, est un entier négatif, on obtient 


a z=7 
UDE Gl: 720) 


od 


Ps (2) = Den) 2% 


v=0 (EDT z 
= ne 7745 y (TE (&s ED) E == 


v= 


ng ne E= | 


& 


13. Considérons ensuite une fonction Gs,; (ax), définie par la série hypergéomé- 
trique 


me (&s JE Yv) 
v=1 jk 


7 ER: NER en ; 
Gs,; (7) = La! SE) Xs + Ya CEN rn r AED 
« 


SE EEG TE RO 0 ME EGE 


INGÆ59) ITT (ao +1) 
v= 


ou ” indique que x&5—X%5+1 doit étre omis. Cette série converge si R(x)<R (Bx +y;). 
Elle représente une fonction méromorphe de x admettant comme påles les points 


Pntyg+v. Ilrésulte de Vanalyse du paragraphe 10, par une permutation des lettres, 
que sous les conditions indiquées 


G (æ) Sy Sn 1 
Ts, g = - É 
s v=0 DP (&5+ Br +Y;+v) Bn ty; t væ 
1 
1 , RE ORE, CA 
É ERR ORE | HEE oe ERE ANSE 2) 122 
Fer 5 Er AE ale DEDE, & 


0 
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En supposant qu'aucun des nombres &5+%1, %s+Y2,... %styYn, Xs+Bn+y; ne soit 
un entier négatif ou nul, on obtient de méme 


FYENS 


VA CDE gar | (2-0 YIT (7-2) TI (æ + 45) Gs,4 (7) dæ, pE ED, ag MD) 
X—41% 


ou le contour doit étre choisi de maniére å séparer les suites de påles croissantes et 
décroissantes de la fonction sous le signe. Cette intégrale converge si | arg GL) (Er: 
II en résulte en particulier, si $, n'est pas un entier, que la fonction ø,(z) qui figure 
dans (7) se représente, dans le cercle |z2—1 bal par les séries 


ir Eg 
Ps(:)=T (&+%;) 271 & es E VE JE LS SREN 


Enfin on voit comme au paragraphe 11 que la fonction gs (x) admet les développe- 
ments 
Sr De 7) S (&s—7)v 


rr oa SOE (AUD 


gs (æ) 


(kessseries convergent SIR (10) 031 = 13 230.. ML DÆ Ja 
Revenons å la relation (16) & 3. En y substituant l'expression 
ig (z) I SØS 


FOR FN) HEDE Ba Ue(e) 


et en intégrant terme å terme on obtient 


Is (r) ET GE) le ge ere Y Bi ike Hdr) CÆ (15) 
r=1 


7T2 


De la méme maniére en substituant l'expression 


æn =pY Br yr (2) 


dans l'équation (2) on trouvera 


sin 7 (5 + bn— 


TE CENELT (GE: DYBET (2 V). Gr, 42), (16) 


re 
B, et B, étant les constantes (8) &1. Les relations (15) et (16) se déduisent aussi 
asement-de"(6)'et (7) "Sl 

14. Dans ce qui précéde nous avons supposé que &s+y4 n'est pas un entier 
négatif ou nul. Si cette condition n'est pas satisfaite on ne peut pas tracer un contour 


de la nature indiquée, et les représentations par des intégrales que nous avons con- 
6+ 
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40 
sidérées sont en défaut. Mais ce cas est trivial parce que les séries hypergéométriques 
en question se réduisent å un nombre fini de termes. Par exemple, si &1+y1= —p, 


p étant un entier positif, 2” y1 (7) est un polyndme en z du degré p et on a y1(z) = 
Cq1(z), C étant la constante 
nm (yt Y1)ø 


C=(-1yrr I] 


vr (1 + Vw) p i 


En outre la solution y1(z) peut s'écrire sous les deux formes suivantes 


> sæ vere OLE EVER AE É 
SL REN Pp Otys ty... 0% Sd RE DG 
y1(2) = (2 DON Br re 7031 ... &—4n + l i ; 


, | ÆDE ae YT TE NSA 
) vioy2t1 m—y3tl ..… vi Yntl/z 


Si Bx est un entier négatif ou un entier positif>n—1 il peut évidemment 
arriver que le terme logarithmique disparaisse dans toutes les solutions. Concernant 


ce cas d'exception je me borne å renvoyer å mon mémoire des Acta mathematica t. 
94 (1955), p. 345—6. 


Chapitre IV. 


15. Soient r et s deux entiers positifs <n et différents Tun de V'autre. Admettons 
quaucunkdestnombres ye vv SE NERE NNE S olt Hu nentierknesakk 
ou nul. Nous allons considérer la fonction ys,r(z) définie par la relation 


OS DE TEE En (D 


Elle est holomorphe au point z=1 et Von a 


x+io n 

i | ze NÆ DE (GÆR) EEG) 
Us,r (2) = SED : TE gt, (2) 
GE e FEED 

— I 158 


2 v=1v4 


ou le contour doit étre choisi de maniére å séparer les suites croissantes et décrois- 
santes de påles de la fonction sous le signe. Cette intégrale converge si |arg ze 
Soit comme plus haut fs,,(x) la fonction qu'on déduit de ys,r(1) quand on remplace 
yYs par æx. En dérivant par rapport å z on obtient 


(Res UR S 
=—v 


( | 7 i ROSE) 
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De la formule de Taylor il résulte donc 


RE, HED 
Ung (z) De fs,r vw )) (il æ zyY 


(3) 
E= FORD, fr, SR, ( per zy 


Zee l |< 1. Considérons Vintégrale 


et ces deux séries convergent quand 


i DUNGS 


REDE Gaye (4) 


2 71 


ou le contour doit étre choisi de maniére å laisser les påles ys+v å droite, les autres 
poles å gauche. La fonction fs,,(æ) se représente en vertu de (26) &1 par la série 


FNS NS 


i (ATV, )w | MD EEN GENE re De RR 
Nee ep rt VW i 


55/20 107 7 


ou ” indique que y7—y5s+1 doit étre omis. Cette série converge si K(æx+%) >0, 
i= 2,3, ... n. De méme nous avons le développement (25) & 4: 


læ TT (x+0)T (7422) %, (41 Yr)r (24 Yr)v mf TY 38 Yr 2. %n FYr 
ler (7) C ———————  e Å (5) 
Er oe 2) v=0 v! (æ + 1 + X2 HER) Y Vi Vel kr Vr—Yntl 


C étant dans les deux cas la constante 


n 
IT iP (&v TE DR) 
v= 


Ø (6) 


= : 
Fe (Yr FG iD) 
v=1,v+s 

Hal sérier de" facultés (5) "converge—si" h (df) >0, 1=3,4, .. 7 nn, et elle nous 

montre comment se comporte la fonction fs,,(æ) pour les valeurs trés grandes de æx. 

On a en effet dans le demi-plan de convergence 


SEE ME = 


sin 7 (ys — ax) 


| FT (ys—7) fs,r(æ) = C CEED) (7) 
En permutant y4 et x dans le second membre de (5) on trouvera une nouvelle série 
Bi de fonctions rationnelles, représentant fs,r(æ) et convergente si K(4%+yr7)>0. Il 
%…… en résulte que fs,,(x) est une fonction méromorphe de æ admettant comme påles les 
Do 7 EO EAN eg uationk (HD) nous donnemlexpressionfsuivante 


El SELEN Cc K | & tyr Cs bo meg ED ) 
(AE TE EEN ROEDE eV SE TE 5 5 3 øde dl 
re 
IL re SE ae er re eo ) 
X—Y1 Fr Y2 +1 c—Yn +1 É 


ou les deux séries convergent si R(x)<R (Pr +Ys). I en résulte que T'égalité asymp- 
totique (7) est vraie dans Vangle x—s>argæe>—%a+8£, & étant positif. L'intégrale 
(4) converge par conséquent si | arg (z —1)|<a. Quand (54 18 on voit comme 
au paragraphe 7 qu'elle est le produit de —2 xi par la somme des résidus relatifs 
aux pdles situés å droite du contour, c'est-å-dire égale å la série (3). On a donc 


Jens Se | FED HUSER) KE) des (8) 


Ys,r (xc) = eg | GEDET C7—x] f, Hæder 


ou les påles yr+v sont å droite, les autres påles å gauche du contour. 
16. Soit h;(æx) la fonction qu'on déduit de ys,,(1) quand on remplace &; par 
æMOnFandone 
sin 7 (Yys- 


33) BD) EN EA GE EEG) 


IT 


II en résulte que h;(x) admet les påles —y,—v et —ys—v. En tenant compte de 


(23) 8 10 on voit qu'elle est holomorphe pour toute autre valeur finie de æx. En vertu 
det (S)ESELOR ON EA 


x+i &x 
Q BESØG 
Ur GQ) == — | | J T (4—7) h; (7) dæ, JENS ER Sne (9) 


les påles &;+v étant å droite, les autres påles å gauche du contour. Or il résulte du 
paragraphe 9 qu'on a l'égalité asymptotique 


TT 


St Cray 4%! (1401), (10) 


Sne ÆDE 


IR (%; FE æx) h; (æ) == 


les C; étant des constantes. De la méme maniére qu'au paragraphe 7 on en conclut que 
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hy (gæv) fra] yy. 
ver G)= ry & 10" > | jÅ Sel bl) het DK (11) 


>! - 
' ad 


L 
ces séries étant convergentes dans le demi-plan R(z)>2z. Pour les coefficients qui y 


figurent on a en vertu de (10) l'expression en suivante 


h; (2 Fr v) eg 9 (€ vej >] (i +0(1)). 


”! (=1,1xg 


Considérons en particulier la fonction hy (x). Elle se représente en vertu de (27) 
S$ 1 par la série de fractions rationnelles 


2 or —ysT 1), RE 07 RE EVER OVE . 
BENE) EG SE) goere ref 12 
- me z avl (FE VREED) SEE VE SEES SE EVE SODS Ed] SED 
ou ” veut dire que y-r—yr+1 doit étre omis et € étant la constante 
n 
INS KE SLED 
v= 
CS SERENE, (13) 
IP =3,1) 
v=1,v+s 


Le résidu au påle —y4,—v ressort immédiatement de cette belle formule. De V'équation 
(Æ6)TS 1Fon tire 


% BÆL WESLEY Fars ORE 
er EG TR) SE rl) E- rf re Ade SE (14) 


Gul Fexprime "que v,=y;H 1" doiteétre omis Les ”séries (12) "et (14) conyvergent”si 


FEE) OS 2 KS FREE NR Dem emnetilresulter det (25) ESS TU E 
br (ec) = 
ce +Yr) (65 +Ys) T (2 SD 6 T Yr)v (&2 +Yr)v res TV)  N3tYr... On Sa Re 5)) 
(2402 +, +Y3) væl Pl (ærd0oEt VYr FYS)v Yr EYikell mo Yp T ond 


les deux astérisques indiquant que yr—yr+1 et yr—ys+1 doivent étre omis. 
kEa'série (15) converge si H(%+y8)>0, 1=3, 4,... net C est toujours la méme 
constante (13). On obtient h;(x) en remplacant &; par &1 dans h(x). On peut donc 
déduire aisément des séries (12), (14) et (15) les séries correspondantes repræsentant 
h;(x). On vérifie sur ces développements que h;(x) n'admet que les påles —yr,—v 
GE VS EEV 

En résolvant l'équation (9) par rapport å h;(æx) on obtient 


Se) 
Hed) ) za (2—1)YE 2-14, 4, (2) dz, [j=1,2,...n 


0 


hj (7) Fi DET 
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et ces intégrales convergent si K(æ+yr)>0 et K(æ+ys) >0. En y substituant la série 
(3) et en intégrant terme å terme on trouvera 


T(xæ +Ys) S fs,r(Ws KE v) (&; 62) 


h;(æ) > FED D=0 v! (æ; + Ys)v 


et cette série converge si K(æx+y7)>0. On arrive å la relation inverse en tirant 
fs,r(x) de Péquation (8) ce qui donne 


( 
Be ED) 


1-) 


x 


fs,r(c) = 


Cettekintesralereonvers es (TE) OT EO EEN En y Ssubstituant la série 
(11) et en intégrant terme å terme il vient 


T (x NEO Pr (7 == å 
fs,r(c) =: KE DES SAL Se 2) (Ge De JER USR ERE 


| R (2 BE VR) v=0 v ! (&; VS)D 


ceskseriestétantkconvergentes rs I (ao) OST Es R Ajoutons que 
les relations démontrées dans ce paragraphe subsistent si Von permuteFfsteter: 
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